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Abstract

この記事は、『一般ゲージ理論と共変解析力学』の web付録の 1つである。アインシュ
タイン・ヒルベルトのラグランジアン密度は、

√
−gL =

1

2κ

√
−gR =

1

2κ
(G+ ∂µD

µ)

と書ける。Gは ∂λgµν の 2次式である。この記事では、

1√
−g

[ ∂G

∂gµν
− ∂λ

∂G

∂(∂λgµν)

]
= Rµν −

1

2
gµνR

を示す。また、Gにおいて、

∂λgµν → ∇(0)
λ gµν

の置き換えをする。ここで、∇(0)
λ は共変微分で、その接続は平坦時空を表す計量に対する

リーマン接続である。この置き換えでGは Gになるが、この場合も、

1√
−g

[ ∂G
∂gµν

− ∂λ
∂G

∂(∂λgµν)

]
= Rµν −

1

2
gµνR

となることを示す。
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1 目標
この記事ではD次元時空を考え、計量 gµνの符号は (−++ · · ·+)とする。また、

Γσ
µν :=

1

2
gσλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν), (1.1)

Rµ
λαβ := ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα, (1.2)

Rµν := Rλ
µλν , (1.3)

R := gµνRµν (1.4)

とする1)。本文の第 9章より、

√
−gR = G+ ∂µD

µ, (1.5)

G :=
√
−gG, G := A−B, (1.6)

A := gµνΓρ
γνΓ

γ
µρ, (1.7)

B := gµνΓρ
γρΓ

γ
µν , (1.8)

Dρ :=
√
−g

[
gµνΓρ

µν − gµρΓν
µν

]
(1.9)

となる。ここで g := det(gµν)である。今、

Gµν :=
1√
−g

[ ∂G

∂gµν
− ∂λ

∂G

∂(∂λgµν)

]
(1.10)

とする2)。以下では、

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (1.11)

を示したい。

2 方針
Gの変分は、

δG = (δ
√
−g)G+

√
−gδG (2.1)

である。ここで、

δ
√
−g = −1

2

√
−gδgµνgµν (2.2)

なので、

δG =
√
−g

[
δgµν(−1

2
gµνG) + δG

]
(2.3)

1)Γσ
µν は本文の

{
σ
µν

}
であり、Rµν , Rは本文の R∗

µν , R
∗ である。

2)Gµν は本文の G∗
µν である。
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である。今、A, Bの変分を、

δA = δgµνAµν + δ(∂λg
µν)Aλ

µν , (2.4)

δB = δgµνBµν + δ(∂λg
µν)Bλ

µν (2.5)

とすると、

1√
−g

∂G

∂gµν
= Aµν −Bµν −

1

2
gµνG (2.6)

である。また、

Gλ
µν := −Aλ

µν +Bλ
µν (2.7)

とする。このとき、

− 1√
−g

∂λ
∂G

∂(∂λgµν)
= Γα

λαG
λ
µν + ∂λG

λ
µν (2.8)

となる。ただし、

∂λ
√
−g =

√
−gΓα

λα (2.9)

を用いた。よって、

Gµν = Aµν −Bµν + Γα
λαG

λ
µν + ∂λG

λ
µν −

1

2
gµνG (2.10)

となる。

3 Aの変分
本節および§ 4の計算は [1]を参考にした。
Aの変分を求める。まず、

δA = δgµνΓρ
γνΓ

γ
µρ + gµνδΓρ

γνΓ
γ
µρ + gµνΓρ

γνδΓ
γ
µρ (3.1)

であり、

gµνδΓρ
γνΓ

γ
µρ = δ(gµνΓρ

γν)Γ
γ
µρ − δgµνΓρ

γνΓ
γ
µρ, (3.2)

gµνΓρ
γνδΓ

γ
µρ = δ(gµνΓγ

µρ)Γ
ρ
γν − δgµνΓρ

γνΓ
γ
µρ (3.3)

なので、

δA = −δgµνΓρ
γνΓ

γ
µρ + δ(gµνΓρ

γν)Γ
γ
µρ + δ(gµνΓγ

µρ)Γ
ρ
γν

= −δgµνΓρ
γνΓ

γ
µρ + δ(gµνΓρ

γν + gρνΓµ
γν)Γ

γ
µρ (3.4)

である。ところで、

∇λg
αβ = ∂λg

αβ + gαγΓβ
γλ + gβγΓα

γλ = 0 (3.5)
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より、

gµνΓρ
γν + gρνΓµ

γν = −∂γg
µρ (3.6)

なので、

δA = −δgµνΓρ
γνΓ

γ
µρ − δ(∂λg

µν)Γλ
µν (3.7)

となり、

Aµν = −Γρ
γνΓ

γ
µρ, (3.8)

Aλ
µν = −Γλ

µν (3.9)

を得る。

4 Bの変分
Bの変分を求める。今、

Γγ := Γρ
γρ, (4.1)

cδ := gαβΓδ
αβ (4.2)

と置くと、

B = cλΓλ (4.3)

であるから、

δB = δcλΓλ + Γλδc
λ (4.4)

である。また、

Γλ = −1

2
gαβ∂λg

αβ (4.5)

なので、

δΓλ = −1

2
δgαβ∂λg

αβ − 1

2
gαβδ(∂λg

αβ)

=
1

2
δgµνgµαgνβ∂λg

αβ − 1

2
gµνδ(∂λg

µν)

= −1

2
δgµν∂λgµν −

1

2
gµνδ(∂λg

µν) (4.6)

である。また、(3.5)より、

cλ = −∂αg
αλ − gλγΓγ (4.7)
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であり、

δcλ = −δgλγΓγ − gλγδΓγ − δ(∂αg
αλ)

= −δgµν
1

2
(δλµΓν + δλνΓµ) + gλγ

(1
2
δgµν∂γgµν +

1

2
gµνδ(∂γg

µν)
)
− δ(∂γg

µν)
1

2
(δγµδ

λ
ν + δγν δ

λ
µ)

= δgµν
[1
2
gλγ∂γgµν −

1

2
(δλµΓν + δλνΓµ)

]
+ δ(∂γg

µν)
[1
2
gµνg

λγ − 1

2
(δγµδ

λ
ν + δγν δ

λ
µ)
]

(4.8)

となる。よって、

δB = δgµν
[1
2
Γλg

λγ∂γgµν − ΓµΓν −
1

2
cλ∂λgµν

]
+δ(∂λg

µν)
[
− 1

2
gµνc

λ +
1

2
gµνg

λγΓγ −
1

2
(δλµΓν + δλνΓµ)

]
(4.9)

となり、

Bµν =
1

2
∂λgµν(Γγg

λγ − cλ)− ΓµΓν , (4.10)

Bλ
µν = −1

2
gµν(c

λ − gλγΓγ)−
1

2
(δλµΓν + δλνΓµ) (4.11)

を得る。

5 Gµνの計算
よって、

Gλ
µν = −Aλ

µν +Bλ
µν

= Γλ
µν −

1

2
gµν(c

λ − gλγΓγ)−
1

2
(δλνΓµ + δλµΓν) (5.1)

である。これより、

∂λG
λ
µν = ∂λΓ

λ
µν +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ)−

1

2
gµν(Γ

λ
σρ∂λg

σρ − ∂λg
λγΓγ)

−1

2
gµν(∂λc

λ − gλγ∂λΓγ)−
1

2
(∂νΓµ + ∂µΓν) (5.2)

となる。ここで、

∂λg
σρ = −(gραΓσ

λα + gσαΓρ
λα), (5.3)

∂λg
λγ = −(gγαΓα + gλαΓγ

λα) = −(gγαΓα + cγ) (5.4)

なので、

Γλ
σρ∂λg

σρ − ∂λg
λγΓγ = −2gραΓλ

σρΓ
σ
λα + gγαΓαΓγ + Γγc

γ (5.5)

である。よって、

∂λG
λ
µν = ∂λΓ

λ
µν +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ)−

1

2
gµν(−2gραΓλ

σρΓ
σ
λα + gγαΓαΓγ + Γγc

γ)

−1

2
gµν(∂λc

λ − gλγ∂λΓγ)−
1

2
(∂νΓµ + ∂µΓν) (5.6)
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である。また、

Γα
λαG

λ
µν = ΓλΓ

λ
µν −

1

2
gµν(Γλc

λ − gαβΓαΓβ)− ΓµΓν (5.7)

である。よって、

Γα
λαG

λ
µν + ∂λG

λ
µν = ∂λΓ

λ
µν +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ)

−1

2
gµν(−2gραΓλ

σρΓ
σ
λα + 2Γγc

γ)

−1

2
gµν(∂λc

λ − gλγ∂λΓγ)−
1

2
(∂νΓµ + ∂µΓν) + ΓλΓ

λ
µν − ΓµΓν

= ∂λΓ
λ
µν +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ)

−1

2
gµν(R + Γλc

λ − gραΓλ
σρΓ

σ
λα)

+ΓλΓ
λ
µν − ΓµΓν −

1

2
(∂νΓµ + ∂µΓν)

= Rµν − ΓµΓν + Γρ
γνΓ

γ
µρ +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ)

−1

2
gµν(R + Γλc

λ − gραΓλ
σρΓ

σ
λα) +

1

2
(∂νΓµ − ∂µΓν) (5.8)

となる。ところで、∂νΓµ − ∂µΓν = 0である3)。よって、

Γα
λαG

λ
µν + ∂λG

λ
µν = Rµν − ΓµΓν + Γρ

γνΓ
γ
µρ +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ)

−1

2
gµν(R + Γλc

λ − gραΓλ
σρΓ

σ
λα) (5.9)

である。これより、

Γα
λαG

λ
µν + ∂λG

λ
µν −

1

2
gµνG = Rµν −

1

2
gµνR

−ΓµΓν + Γρ
γνΓ

γ
µρ +

1

2
∂λgµν(−cλ + gλγΓγ) (5.10)

を得る。よって、(2.10)より、

Gµν = Aµν −Bµν + Γα
λαG

λ
µν + ∂λG

λ
µν −

1

2
gµνG

= Rµν −
1

2
gµνR (5.11)

となる。
3)Γλµν := 1

2 (∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν)と置くと、

∂νΓµ = ∂ν(g
αβΓαβµ)

= ∂νg
αβΓαβµ + gαβ∂νΓαβµ

= −(gβσΓα
νσ + gασΓβ

νσ)Γαβµ + gαβ∂νΓαβµ

= −2gατg
βσΓα

νσΓ
τ
βµ + gαβ∂νΓαβµ

なので、

∂νΓµ − ∂µΓν = gαβ(∂νΓαβµ − ∂µΓαβν) = 0

となる。
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6 スカラーなラグランジアン密度
Gにおいて、

∂λgµν → ∇(0)
λ gµν (6.1)

の置き換えをすることを考える。ここで、∇(0)
λ は共変微分で、その接続は平坦時空を表す計量

ηµνに対するリーマン接続である4)。上の置き換えで、

Γλ
µν → Cλ

µν := Γλ
µν − γλ

µν (6.2)

となる。γλ
µνは ηµνに対するリーマン接続である5) 。Γλ

µνはテンソルではないが、Cλ
µνはテン

ソルである。
以下、

h :=
√
−g, (6.3)

A := gµνCρ
γνC

γ
µρ, (6.4)

B := gµνCρ
γρC

γ
µν , (6.5)

A := hA, (6.6)

B := hB (6.7)

と置く。このとき、置き換え (6.1)で、

G → G := A− B, (6.8)

G → G := A−B (6.9)

である。Gはスカラーではないが、Gはスカラーである。
Gの変分からも、Gのときの同様に、Rµν − 1

2
gµνRが導かれることを示す。以下の計算は [2]

を参考にした。
まず、

δA = δ(hgµν)Cρ
γνC

γ
µρ + 2hgµνδCρ

γνC
γ
µρ

= −δ(hgµν)Cρ
γνC

γ
µρ + 2δ(hgµνCρ

γν)C
γ
µρ (6.10)

である。ここで、

∂λg
µν = −gµαΓν

αλ − gναΓµ
αλ (6.11)

なので、

δA = −δ(hgµν)Cρ
γνC

γ
µρ + [−δ(∂γg

µρh)− 2δ(hgµν)γρ
γν ]C

γ
µρ (6.12)

となる。

4)(1.2)の Rµ
λαβ を、計量 gに対するという意味で Rµ

λαβ [g]と書くと、Rµ
λαβ [η] = 0である。

5)すなわち、Γλ
µν を Γλ

µν [g]と書くと、γλ
µν = Γλ

µν [η]である。
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また、

δB = δ(hgµνCγ)C
γ
µν + hgµνCγδC

γ
µν

= δ(hgµνCγ)C
γ
µν + Cγδ(hg

µνCγ
µν)− δ(hgµν)CγC

γ
µν

= δ(gµν∂γh)C
γ
µν − δ(hgµν)γγC

γ
µν + Cγδ(hg

µνCγ
µν)− δ(hgµν)CγC

γ
µν (6.13)

である。ここで、•γ := •ργρ(• = C,Γ, γ)である。ところで、(6.11)より、

∂λ(hg
µν) = h(−gµαΓν

αλ − gναΓµ
αλ + gµνΓλ) (6.14)

である。λ = νとして、

∂ν(hg
µν) = −hgναΓµ

αν (6.15)

なので、これを (6.13)の第 2項に代入して、

δB = δ(gµν∂γh)C
γ
µν − δ(hgµν)γγC

γ
µν − Cγδ[∂β(hg

γβ)]

−Cγδ(hg
µν)γγ

µν − δ(hgµν)CγC
γ
µν (6.16)

を得る。よって、

δG = δ(hgµν)CγC
γ
µν − δ(hgµν)Cρ

γνC
γ
µρ

−δ[∂γ(g
µρh)]Cγ

µρ + Cγδ[∂β(hg
γβ)]

+δ(hgµν)[γγC
γ
µν + Cγγ

γ
µν − 2γρ

γνC
γ
µρ] (6.17)

である。第 2行は、

δ(gµνh)[∂γC
γ
µν − ∂νCµ] + ∂ρF

ρ (6.18)

の形に書ける。よって、

δG = δ(gµνh)
(
[∂γC

γ
µν − ∂νCµ + CγC

γ
µν − Cρ

γνC
γ
µρ] + [γγC

γ
µν + Cγγ

γ
µν − 2γρ

γνC
γ
µρ]

)
+∂ρF

ρ

= δ(gµνh)
(
[∂γC

γ
µν − ∂νCµ + CγC

γ
µν − Cρ

γνC
γ
µρ]

+[γγC
γ
µν + Cγγ

γ
µν − γρ

γνC
γ
µρ − Cρ

γνγ
γ
µρ]

)
+ ∂ρF

ρ

=: δ(gµνh)Rµν + ∂ρF
ρ (6.19)

である。ここで、

Rµν = [∂γC
γ
µν − ∂νCµ + CγC

γ
µν − Cρ

γνC
γ
µρ]

+[γγC
γ
µν + Cγγ

γ
µν − γρ

γνC
γ
µρ − Cρ

γνγ
γ
µρ]

= ∂γΓ
γ
µν − ∂νΓµ + ΓγΓ

γ
µν − Γρ

γνΓ
γ
µρ

−(∂γγ
γ
µν − ∂νγµ + γγγ

γ
µν − γρ

γνγ
γ
µρ) (6.20)
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である。第1行目はgµνに対するリッチテンソルRµν(=: Rµν [g])であり、第2行目は (−1)Rµν [η] =

0である。また、

δ(gµνh) = hδgµν − 1

2
hgµνgαβδg

αβ (6.21)

なので、

δG = δgµν · h
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+ ∂ρF

ρ (6.22)

となる。これは、

1√
−g

[ ∂G
∂gµν

− ∂λ
∂G

∂(∂λgµν)

]
= Rµν −

1

2
gµνR (6.23)

を意味する。
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