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Abstract

この記事は、『一般ゲージ理論と共変解析力学』の平行移動の記述の修正を目的とする。
また B.10.1節の後半を補足する。

1 平行移動の定義
3.3節および 8.5節の平行移動の解説が適切でないと思われるので修正する。

1.1 テンソルの平行移動
(s, r)型のテンソル場の成分 ψA ∈ T s

r に対して、共変微分は、

∇µψ
A := ∂µψ

A + (Γµ)
A
Bψ

B (1.1)

で定義される。これは (3.2.8)である。ここで、Γµは、(3.2.24)より、

(Γµ)
A
B = Γλ

νµ(G
ν
λ)

A
B (1.2)

である。
今、多様体上のある 1点 P でのテンソル TAを平行移動させ、点Qでのテンソルを定義した
い。まず、点Qが点 P に無限小だけ離れている場合を考える。点 P と点Qの座標を、それぞ
れ x, x+∆xとする。点P でのテンソルの成分を TA(x)と書き、これを点Qまで平行移動した
ものの成分を TA

∥ (x+∆x)と書く。TA
∥ (x+∆x)を、

TA
∥ (x+∆x) := TA(x)−∆xµ(Γµ)

A
B(x)T

B(x) (1.3)

で定義する。TA(x)が (s, r)型のテンソルのとき、

(T∥)
ν1···νs

µ1···µr
(x+∆x) = T ν1···νs

µ1···µr
(x) + ∆xρ

r∑
i=1

Γα
µiρ
T ν1···νs
µ1···µi−1αµi+1···µr

−∆xρ
s∑

j=1

Γνj
αρT

ν1···νj−1ανj+1···νs
µ1···µr (1.4)
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となる。もしも TA(x)が P の近くで場として与えられているときは、

TA(x+∆x)− TA
∥ (x+∆x) = ∆xµ∇µT

A(x) +O((∆x)2) (1.5)

となっている。
点Q(座標 xQ)が点P (座標 xP )から有限に離れている場合を考える。C = {x(t) ∈M |0 ≤ t ≤

a}を P とQとを結ぶ曲線とする (x(0) = xP , x(a) = xQ)。このとき、微分方程式

dT̃A(t)

dt
= −dx

µ(t)

dt
(Γµ)

A
B(x(t))T̃

B(t) (1.6)

の初期値 T̃A(0) = TA(xP )での下での解 T̃A(t)を考え、

TA
∥ (xQ, C) := T̃A(a) (1.7)

とする。経路 Cに沿って TA(xP )をQまで平行移動させたものを、この式で定義する。特に、
点Qが点 P に無限小だけ離れている場合は (1.3)に帰着する。

1.2 ゲージ場による平行移動
(8.2.1)の場の組ψAの点xでの値ψA(x)を点x+∆xまで平行移動させたとき、値がψA

∥ (x+∆x)

となるとする。∆xは微小である。先ほどと同様に、

ψA
∥ (x+∆x) = ψA(x)−∆xµ(Aµψ)

A (1.8)

とする。これが平行移動の定義である。もしもψAがPの近くで場として与えられているときは、

ψA(x+∆x)− ψA
∥ (x+∆x) = ∆xµ(Dµψ)

A(x) +O((∆x)2) (1.9)

となっている。

2 (B.10.10)式への補足
(B.10.10)式とその前後への補足をする。
いま、{t(α)ν (x0)}α=0,1,··· ,D−1を 1形式の成分の、点 x0での値の組とする1)。これを経路 C に
沿って xまで平行移動させたもの t

(α)
∥ (x,C)は一般に経路に依存する。ただし、もしも領域 Ω

で曲率が 0であると、(x0も xもCもΩに含まれるとして)これは経路Cには依存しないので、
これを t

(α)
ν (x)と書く。これは、

∇µt
(α)
ν (x) = 0 (2.1)

を満たす。この式が本書の (B.10.10)式である。上式は、

∂µt
(α)
ν (x) = t

(α)
λ (x)Γλ

νµ(x) (2.2)

1)ν はテンソル添え字で、αはラベルである。
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となる。さらに、もしも捩率も領域Ωで 0のとき、上式より、

∂µt
(α)
ν (x)− ∂νt

(α)
µ (x) = 0 (2.3)

である。1形式 t(α) = t
(α)
ν dxνを考えると、上式は dt(α) = 0を意味する。ポアンカレの補題 (3.7.7

節)より、t(α) = dXαを満たす量Xαが存在する。x′α = Xαとすると、これは (B.10.4)を満
たす。
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